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Zusammenfassung

In vielen naturwissenschaftlichen Prozessen hiingt die Anderung einer Grofe
von dem aktuellen Wert dieser Grofle ab. Man denke zum Beispiel an den
radioaktiven Zerfall, bei dem umso mehr Teilchen zerfallen umso mehr an-
fangs zur Verfiigung standen. Diese Prozesse lassen sich mathematisch durch
Differentialgleichungen modellieren. Dies funktioniert jedoch nur fiir determi-
nistische Vorgénge. Mochte man zufillige Ereignisse beriicksichtigen, bendtigt
man stochastische Differentialgleichungen.

Fiir die effiziente Simulation von Losungen stochastischer Differentialglei-
chungen sind unter anderem iterierte stochastische Integrale notwendig. Diese
kénnen nur in seltenen Fillen explizit angegeben werden und miissen nume-
risch approximiert werden. In dieser Arbeit werden die Anséitze von Kloeden,
Platen und Wright sowie Wiktorsson implementiert und auf ihre Eigenschaf-
ten untersucht. Dazu wird zunéchst eine kurze Einfiihrung in stochastische
Differentialgleichungen und deren numerische Losung gegeben.

Abstract

In many scientific processes the change in one quantity depends on the cur-
rent value of that quantity. A popular example is radioactive decay where
the number of decaying particles is proportional to the number of particles
left. These processes are mathematically modelled by differential equations.
However this only works for deterministic processes. To account for random
events stochastic differential equations are necessary.

To simulate solutions of stochastic differential equations efficiently the use
of iterated stochastic integrals is essential. These can only in rare cases be
calculated explicitly and thus have to be approximated numerically. In this
work the approaches by Kloeden, Platen and Wright as well as Wiktorsson
are implemented and their properties studied. To this end first a short
introduction to stochastic differential equations and their numerical solution
will be given.
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Einleitung

Die Brownsche Bewegung wurde erstmals 1828 von ihrem Namensgeber Robert Brown
beschrieben, der unter dem Mikroskop beobachtete, wie sich Pollen in Wasser bewegten
[Bro28]. Allerdings wurden erst im Jahr 1905 durch Albert Einstein die theoretischen
Grundlagen fiir die Erklarung der Brownschen Bewegung geschaffen [Ein05]. Er demons-
trierte, wie die molekularkinetische Theorie der Warme die von Brown beobachtete
Bewegung vorhersagt. Zuséatzlich leitete er her, dass die Bewegungen der Teilchen einer
Normalverteilung folgen.

Das mathematische Pendant zu der physikalischen Beobachtung der Brownschen
Bewegung bildet der Wiener Prozess aus der Stochastik. Dieser stochastische Prozess
mit normalverteilten, unabhéngigen Zuwéchsen ist benannt nach Norbert Wiener, welcher
1923 seine wahrscheinlichkeitstheoretische Existenz bewiesen hat und die Theorie der
stochastischen Wiener-Integrale entwickelte [Wie23]. Diese Ideen wurden von Kiyoshi
[t6 weitergefiihrt. Er entwickelte 1944 das nach ihm benannte [td-Integral, mit dem nun
auch stochastische Integranden behandelt werden konnten [It644].

Seit der Definition des stochastischen Integrals von It6 hat sich die Theorie der sto-
chastischen Differentialgleichungen fortlaufend weiterentwickelt und Einzug in zahlreiche
Bereiche der modernen Naturwissenschaften gefunden. Besonders in der Finanzmathe-
matik werden stochastische Differentialgleichungen zur Modellierung von Aktienkursen
genutzt. Ein Beispiel ist das beriihmte Black-Scholes-Modell, welches 1973 von Fischer
Black, Myron Scholes und Robert Merton vorgeschlagen wurde und auf der sogenannten
geometrischen Brownschen Bewegung beruht [BS73, Mer73].

Stochastische Differentialgleichungen lassen sich nur in wenigen einfachen Féllen
analytisch 16sen. Um mogliche Pfade einer Losung zu generieren bendtigt man also nume-
rische Methoden, die diese sinnvoll approximieren. Zur effizienten Losung stochastischer
Differentialgleichungen sind gewisse iterierte stochastische Integrale notwendig. Deren
effiziente Simulation ist das Thema dieser Arbeit.

In Kapitel 1 werden zunéchst die Definition des Wiener Prozesses sowie die Grundla-
gen der stochastischen Integration gegeben. Nach der Definition stochastischer Differen-
tialgleichungen wird die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen untersucht und die
[t6-Formel als wichtiges Werkzeug vorgestellt. Es wird anhand eines Beispiels der Unter-
schied zwischen gewthnlichen und stochastischen Differentialgleichungen demonstriert.

Kapitel 2 behandelt die numerische Losung stochastischer Differentialgleichungen.
Es werden die bekannten Verfahren von Maruyama und Milstein vorgestellt und vergli-
chen. Besonderer Fokus wird in diesem Zusammenhang auf die Bedeutung der iterierten
stochastischen Integrale gelegt.

In Kapitel 3 werden die iterierten stochastischen Integrale genauer untersucht. Insbe-
sondere geht es um deren numerische Simulation, wozu zunéchst der Fourierreihen- Ansatz
von Kloeden, Platen und Wright beschrieben wird. Weiterhin wird die Approximation des
Restterms nach Wiktorsson vorgestellt. Beide Verfahren wurden in Julia und MATLAB
implementiert, diese Implementierungen werden im letzten Abschnitt hinsichtlich ihrer
theoretischen und praktischen Eigenschaften verglichen.




Kapitel 1: Einfithrung in Stochastische Differentialgleichungen

Kapitel 1: Einfiihrung in Stochastische Differenti-
algleichungen

Den wichtigsten Bestandteil stochastischer Differentialgleichungen bildet der Wiener
Prozess — ein rigoroses mathematisches Modell der physikalischen Brownschen Bewegung.
In diesem Kapitel wird zunédchst die Definition des stochastischen Wiener Prozesses
gegeben und einige Eigenschaften aufgefiihrt. Darauf aufbauend werden die Grundlagen
flir die Theorie der stochastischen Differentialgleichungen vorgestellt und dann anhand
der stochastischen Lotka-Volterra-Gleichungen ein Beispiel aus der Biologie gegeben.

1.1 Wiener Prozesse und stochastische Integration

Sei im Folgenden (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit vollstandiger o-Algebra F
und Wahrscheinlichkeitsmafl P. Weiter sei eine vollstdndige und rechtsstetige Filtration
(Ft)t>0 in F gegeben.

Definition 1 (Wiener Prozess).
Wir nennen den stochastischen Prozess (Wy)i>0 einen m-dimensionalen Wiener Prozess,
wenn folgende Eigenschaften gelten:

i) Wo = 0y, P-f.s.,
it) die Pfade t — W, sind P-f.s. stetig,

iti) die Inkremente W, — Wy folgen einer m-dimensionalen Normalverteilung
N(Op, (t—5) - ILy) fir alle0 < s <t

) und die Inkremente Wy — Wy sind unabhdangig von den Inkrementen W, — W, fiir
0<s<t<u<w.

Die Existenz eines stochastischen Prozesses, der die in Definition 1 geforderten Ei-
genschaften erfiillt, ist nicht von vornherein ersichtlich, doch es existieren verschiedene
Wege, diese zu zeigen. Ein moglicher Ansatz nutzt den Erweiterungssatz von Daniell-
Kolmogorov und den Stetigkeitssatz von Kolmogorov-Chentsov [KS91, Section 2.2].

Fiir einen m-dimensionalen Wiener Prozess (W;);>0 bilden die Komponenten (W}):>o,
1 < i < m, stochastisch unabhéngige eindimensionale Wiener Prozesse. Weiterhin sind die
Pfade eines Wiener Prozesses nirgends differenzierbar und von unbeschrinkter Variation
auf jedem Intervall. Auf dem Intervall [0, T gilt fir die quadratische Variation [W]r = T.
Beziiglich der von (W;);>¢ erzeugten Filtration (F}V)i>o ist der Wiener Prozess ein
Martingal, d.h. er erfillt

E(W, | FYV) =W, (1.1)

fir alle 0 < s < ¢. Fiir einen Skalierungsfaktor ¢ > 0 gilt, dass der Prozess (Wt)tzg mit
W, = ﬁWot wieder ein Wiener Prozess ist. Auch der durch Wy = Wy, — Wy definierte

Prozess erfillt fiir s > 0 die Eigenschaften aus Definition 1.




1.1 Wiener Prozesse und stochastische Integration

Sei L24([0,T] x Q) der Raum der reellwertigen stochastischen Prozesse (f(t))iefo1]
mit Hf”%id([O,T]XQ) = fOT E<|f(t)|2) dt < oo, die beziiglich (F;)¢>0 adaptiert sind. Fiir
diese Prozesse lédsst sich das stochastische Ito-Integral

(/ ft th> /ftdet() (1.2)

beziiglich eines eindimensionalen Wiener Prozesses (W;);>¢ als Grenzwert in L?(Q2) von
stochastischen Integralen geeigneter Stufenfunktionen definieren. Die Details, wie Exis-
tenz und Wohldefiniertheit dieses Grenzwertes, findet man zum Beispiel in [KS91, Section
3.2].

Theorem 2 (Eigenschaften des Ito-Integrals [KP99, Section 3.2]).
Fiir zwei Prozesse f,g € L2, ([0,T] x Q) und o, 3 € R besitzt das It6-Integral folgende
Eigenschaften:

z)/ af(H) + Ba(t) th—a/ £t th+6/ ) div;,
i) IE(/OT F(t) th) ~0,
i) | [ rwam]], <w(|[" s awf) = [B(5OF) at = 112, g0

i) </0Tf(t) th,/OTg(t) th> 2( =(f.g > 4([0,71x9)’

t T
v) der durch X; = / f(s)dWy = / Ljo,(s)f(s)dWs definierte stochastische Prozess
0 0
(Xt)ejo,m dst ein stetiges Martingal beziglich (F)i>o-

Fiir einen m-dimensionalen Wiener Prozess (W});>0 und einen R¥™_wertigen sto-
chastischen Prozess (f(t))sejo,r] mit Komponenten f*7 € L2, ([0,T] x Q) ist das mehrdi-
mensionale It6-Integral definiert als

| 3 £ aw
/0 f(s)dW;s = : ) (1.3)

" i () g

;Af<mm

Nun lésst sich eine stochastische Differentialgleichung definieren.

Definition 3 (Stochastische Differentialgleichung).
Betrachte das Zeitintervall [0,T] C R. Seien a’,b"7: [0,T] x R — R fiir 1 <i < d und
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1 < j <m Funktionen, die B ([O, T] x ]Rd) -B (R)-messbar sind. Weiterhin bezeichne a =

(a') | <;<q den d-dimensionalen Drift-Vektor und b= (b"7) 1<;<q die d x m-dimensionale
- 1<i<m

Diffusionsmatriz, sodass a(t,z) € R? und b(t,z) € R¥*™. Dariiber hinaus sei &: Q — R?
eine Zufallsvariable, die unabhingig von FY = o (Utzo .7-"tW) ist. Dann wird

X, = g+/0t a(s, X,) ds + /01t b(s, X,) W, (1.4)

eine Stochastische Differentialgleichung (SDE) mit Komponenten
. ) to. mooet .
X, =¢ +/ a'(s, Xs)ds+ Z/ b (s, X) AW
0 : 0
7j=1

genannt, wobei (Xt)i>0 ein d-dimensionaler stochastischer Prozess mit stetigen Pfaden
15t.

1.2 Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von SDEs

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie man sinnvoll eine Losung einer SDE
definieren kann, unter welchen Voraussetzungen Losungen existieren und inwieweit diese
eindeutig sind. Wie auch fiir gew6hnliche Differentialgleichungen existieren verschiedene
Definitionen, welche Eigenschaften eine Losung einer SDE haben sollte. Wir beschrianken
uns hier auf den Begriff der starken Ldsung.

Da ¢ als unabhiingig von F)V vorausgesetzt wurde, ist (W;);>o auch ein Wiener
Prozess bzgl. der durch G; = o(§, W,: 0 < s < t) definierten Filtration (G;);>0. Geht
man iiber zur augmentierten Filtration

Fr=0(GUN) mit N ={N CQ: 3G € Goo mit N C G und P(G) =0}, (1.5)

erhdlt man eine vollstdndige, rechtsstetige Filtration. Auch bzgl. (F)i>0 ist (W;)i>0 ein
Wiener Prozess.

Definition 4 (Starke Losung).

FEin d-dimensionaler Prozess (Xi)i>0 mit stetigen Pfaden wird starke Losung der SDE
(1.4) bzgl. des Wiener Prozesses (Wi)i>0 und der Anfangsbedingung & genannt, wenn die
folgenden Bedingungen gelten:

i) (Xt)e>0 ist adaptiert bzgl. (Fi)e>0 aus (1.5),
it) P(Xo=¢§) =1,

iii) fir alle1 <i<d,1<j<mundtel0,T] gilt
t .
P(/ la®(s, Xo)| + [b% (s, Xs)|? dS<OO) =1
0

i) und fir alle t € [0,T] gilt (1.4) P-f.s..




1.3 Ito-Formel

Es wird nun die zu diesem Losungsbegriff | passende” Definition der Eindeutigkeit
gegeben.

Definition 5 (Starke Eindeutigkeit).
Wenn fir jeden beliebigen Wiener Prozess (Wy)i>0 und jede Anfangsbedingung & fir zwei

starke Losungen (Xy)i>o0 und (X;)i>0 der SDE (1.4) bzgl. (Wy)i>0 und & gilt, dass
P(X, = X, vt e [0,7]) =1,

dann nennen wir die Losung von (1.4) stark eindeutig.

Ahnlich dem deterministischen Fall kann man die Existenz einer starken Losung mit

Hilfe einer Art Picard-Lindeldf-Iteration zeigen. Dass heifst man startet mit Xt(o) =

und iteriert . t
XD :§+/ a(s,X§”)) d3+/ b(Sva(”)) AW .
0 0

Um die Konvergenz der Iterierten zu gewéhrleisten, ist es sinnvoll zu fordern, dass die
Koeffizientenfunktionen a und b Lipschitz-stetig sind. Zusétzlich fordert man, dass sie
im zweiten Argument nur linear wachsen, um zu verhindern, dass die Iterierten Xt(n)
sexplodieren®. Dieser Ansatz fiihrt zu folgendem Satz.

Theorem 6 (Existenz und Eindeutigkeit [KS91]).
Seien Drift a: [0,T] x R? — R® und Diffusion b: [0,T] x R* — R¥™ stetige Funktionen,
welche die Lipschitzbedingung

la(t, z) = a(t,y)llra + [16(t, z) = b(t, y)[[F < K - || = yl[pa (1.6)

und die lineare Wachstumsbedingung
lat, )2+ 0t 2) 13 < K- (1+ o)) (L7)

fiir alle t € [0,T), z,y € R? und ein K > 0 erfiillen. Seien weiterhin ein Wiener Prozess
(Wi)i>0 und eine Anfangsbedingung & € L?(Y) wie in Definition 3 gegeben.

Dann ezistiert ein stetiger, bzgl. (Fi)i>0 adaptierter, d-dimensionaler stochastischer
Prozess (Xt)i>0, welcher eine stark eindeutige Losung der SDE (1.4) bzgl. (Wy)i>0 und
& ist.

Falls zusdtzlich &€ € L*™(Q) fiir ein n € N ist, so gilt

(a1 X2 ) < C- (1+B(lel)) - < (18)

fiir alle t € [0,T] mit C = C(T,K,n,d,m) und ein T > 0.

1.3 Ito6-Formel

Ein wichtiges Werkzeug fiir die Arbeit mit stochastischen Integralen ist die [t6-Formel.
Sie stellt das stochastische Analogon zur deterministischen Produktregel und partiellen
Integration dar. Die It6-Formel gilt fiir eine grofle Klasse stochastischer Prozesse, die
zunéchst definiert wird.
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Definition 7 (It6-Prozess).

Sei ein m-dimensionaler Wiener Prozess (Wy)i>0 gegeben. Wir nennen den stochastischen
Prozess (Xt)icjo,r) einen d-dimensionalen 1to-Prozess, wenn es eine Fo-messbare, d-
dimensionale Zufallsvariable Xg, einen adaptierten, d-dimensionalen Prozess (Ft)te[o,T]
und einen adaptierten, dxm-dimensionalen Prozess (Gt)te[o,T} gibt, sodass sich (Xt)te[o,T]
darstellen ldsst als

t t
Xt:Xo—i—/ Fsds+/ G. AW,
0 0

und die Integrale existieren.

Offensichtlich ist jeder Wiener Prozess auch ein It6-Prozess mit F; = 0,,,, Gy = I,
und Anfangswert Xo = Wy = 0 P-fs..

Proposition 8 (Eindimensionale It6-Formel [KP99, Section 3.3]).
Sei (Xt)te[o,T] ein adaptierter, eindimensionaler Ito-Prozess bzgl. einem eindimensionalen
Wiener Prozess mit

t t
/ |Fs|ds < oo und / |G|? ds < oo
0 0

P-f.s. fiir alle t € [0,T). Dann gilt fiir alle p € C*(R,R) und t € [0, T]

P(X; Xo+/90 Dax,+ 3 [ 900 X,
o(Xo) + / Fds+/ de+/ X,)G2 ds

P-f.s. und alle vorkommenden Integrale existieren.

Mit Hilfe der Ito6-Formel lassen sich einige einfachere stochastische Integrale direkt
l6sen. Setzt man zum Beispiel X; = Wy, also F; = 0, G = 1 und Xy = 0 P-f.s., und

¢(z) = 22, so erhilt man

1 t 1t
fwfz/ WSdWSJrf/ ds.
2 0 2 Jo
Daraus ergibt sich dann die explizite Darstellung des stochastischen Integrals eines

eindimensionalen Wiener Prozesses beziiglich sich selber

t 1 1
/ W, dW, = —W2 — ~t. (1.9)
0 2 2
Proposition 9 (Mehrdimensionale It6-Formel [KP99, Section 3.4]).
Sei (Xt)t€[07T] ein adaptierter, d-dimensionaler Ito-Prozess bzgl. einem m-dimensionalen
Wiener Prozess mit

ds < o0

t t
/ |Fi|ds < oo und / |G%9|?
0 0




1.4 Praktische Anwendungsbeispiele

P-f.s. fir alle t € [0,T], i = 1,...,d und j = 1,...,m. Dann gilt fir alle
0 € CL2([0,T] x RYL,R) und t € [0,T)

t t
ot X2) = (0, Xo) + / Vio(s, X,) ds + / Voo (s, X,)F, ds
0 0
t
+ / Vao(s, X,)Gs AW,
0
1 t
+§/ tr(G;r Vgcp(s,Xs)Gs) ds
0

P-f.s., wobei Vyp(s,x) € R und V2p(s,x) € R4 der Gradient und die Hessematriz
der x-Komponenten von ¢ sind.

1.4 Praktische Anwendungsbeispiele

Viele natiirliche Prozesse werden traditionell durch gewohnliche Differentialgleichun-
gen angendhert, obwohl sich die zugrundeliegenden Akteure nur selten deterministisch
verhalten. SDEs bieten in diesen Féllen die Moglichkeit die stochastische Natur der
Dinge bei der Modellierung zu beriicksichtigen. Deshalb haben SDEs in den letzten
Jahren Einzug in alle Bereiche der naturwissenschaftlichen Forschung genommen: von
Wettermodellen iiber die Simulation chemischer Reaktionen bis zur Modellierung kom-
plexer Réauber-Beute-Beziehungen. In diesem Abschnitt soll am Beispiel der klassischen
Lotka-Volterra-Gleichungen kurz gezeigt werden, wie sich deterministische Modelle durch
stochastische Terme erweitern lassen.

Die Lotka-Volterra-Gleichungen fiir zwei Spezies lassen sich in folgender Form dar-
stellen

t
Bt = / OélBS — BlBsRs dS,
0

t
Ry = / —aoRs + P2BsRs ds.
0

Dabei sind B; und R; die Populationsgréfien der Beute- und Rauberspezies zum Zeitpunkt
t > 0. Die Koeffizienten a; > 0 beschreiben das isolierte Verhalten ohne die Einwirkung
der jeweils anderen Spezies — exponentielles Wachstum der Beute ohne R&uber und
exponentielles Aussterben der Raduber ohne Beute — und die 3; > 0 charakterisieren die
Anderung der Populationsgréfie beim Aufeinandertreffen der beiden Spezies. In Abbil-
dung 1 links ist ein typischer Verlauf der Losung dargestellt. Man kann unter anderem
die charakteristische Periodizitdt der Losung und die Phasenverschiebung der beiden
Komponenten erkennen.

Fine mogliche stochastische Erweiterung ergdnzt das Modell um einen zweidimensio-
nalen Wiener Prozess zu folgender SDE

t t t
Bt = / CVlBs - ﬁlBsRs ds + / '71,1Bs dWsl + / 71,2Rs dWs2 ;
0 0 0

t t t
Rt = / —OZQRS + ﬂQBsRs ds + / /}/2,138 dWsl + / 7272R5 dWS2 .
0 0 0
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Abbildung 1. Simulation der deterministischen (links) und stochastischen (rechts) Lotka-
Volterra-Gleichungen. Die Anfangswerte sind By = 80 und Ry = 30. Die weiteren Parameter
wurden wie folgt gewdhlt: a1 = g = 10, 51 = 0.2, fo =0.1und 71,1 = v1,2 = V2,1 = V2,2 = 0.3.
Im stochastischen Fall sterben die Rauber im Zeitpunkt ¢ = 4.6 aus.

Hierbei stehen die beiden Komponenten des Wiener Prozesses fiir zwei unabhingige,
zuféllige Umweltfaktoren, die jeweils durch die v; ; gewichtet Einfluss auf die Populati-
onsgroflen der Beute und der Rduber nehmen. Eine mégliche Realisation einer Losung ist
in Abbildung 1 rechts dargestellt. Tatséchlich ist der dargestellte Verlauf kein ,typischer
Verlauf — in vielen Féllen tritt das Aussterben der Rauber schon frither ein und auch ein
Aussterben der Beute ist moglich.




Kapitel 2: Numerische Methoden zur Losung von
SDEs

Ein weitverbreitetes Verfahren zur Losung stochastischer Differentialgleichungen ist eine
Erweiterung des Euler-Verfahrens fiir gewohnliche Differentialgleichungen, welches zuerst
1955 von G. Maruyama untersucht wurde [Marb5]. Ein zweites, in gewisser Weise besseres
aber auch aufwendigeres Verfahren wurde 1974 von G. N. Milstein vorgestellt [Mil74].

In den folgenden Abschnitten soll zuerst geklart werden, wie man die Konvergenz sol-
cher Naherungsverfahren klassifiziert. Danach wird anhand der Verfahren von Maruyama
und Milstein die Bedeutung der stochastischen iterierten Integrale demonstriert.

2.1 Konvergenz numerischer Methoden

Im Folgenden sei Z" = {ty = 0,t1,...,ty = T} eine dquidistante Diskretisierung des
Zeitintervalls [0, 7] mit Schrittweite h. Weiterhin sei At,, == t,,11 — t, = h und AW, =
th«l»l - th‘

Analog zur deterministischen Theorie existieren auch hier mehrere Wege, die Kon-
vergenz zu definieren. Da sich die Fehler der Approximation im Allgemeinen tiber die
Zeitpunkte aufsummieren, betrachtet man meist nur den Fehler im Endzeitpunkt. Wei-
terhin ist es ublich, die Konvergenz im quadratischen Mittel zu untersuchen.

Definition 10 (Konvergenz im quadratischen Mittel).
FEine zeitdiskrete Approximation (Y;),czn mit maximaler Schrittweite h konvergiert im
quadratischen Mittel gegen (Xi)i>0 zum Zeitpunkt T fir h — 0, wenn

. B 2) _
Tim E(|| X7 - Yr?) = 0.
(Y2)iern konvergiert mit Ordnung v > 0 im quadratischen Mittel gegen (X¢)i>0 tm Zeit-

punkt T fiir h — 0, wenn eine von h unabhdngige Konstante C > 0 und ein dg > 0
existieren, so dass

VE(IXr —Yr[2) <C- 1
fir alle h €10, 0o[ gilt.

2.2 Euler-Maruyama-Verfahren

Das Euler-Maruyama-Verfahren ist eine Erweiterung des expliziten Euler-Verfahrens fiir
gewohnliche Differentialgleichungen. Sei (X;);>o iiber eine stochastische Differentialglei-
chung wie in Definition 3 gegeben. Die zeitdiskrete Approximation (Y;);czn von (X;)i>0
erhilt man {iber folgende Iterationsvorschrift [Mar55]:

YO = XO )
Vi1 = Yo + altn, Vo) - At + b(tn, Vi) - AW, .




Kapitel 2: Numerische Methoden zur Lésung von SDEs

Im Vergleich zum Euler-Verfahren wurde hier der stochastische Term b(t,,Y,) - AW,
erginzt. Insbesondere ergibt sich das Euler-Verfahren fiir b = 0, also fiir deterministische
Prozesse (X¢)¢>0. Fiir die Simulation eines Pfades muss in jedem Schritt ein Inkrement
des Wiener Prozesses AW,, ~ N (0,,, hl,,) generiert werden. Dieses kann zum Beispiel
iiber die Marsaglia-Polar-Methode aus gleichverteilten Zufallszahlen erzeugt werden.
Alternativ bieten viele moderne Programmiersprachen bereits eine vorgefertigte Funktion
zur Erzeugung normalverteilter Zufallszahlen.

Aufgrund der Einfachheit dieses Verfahrens ist es weitverbreitet und oft die erste Wahl.
Allerdings ist es numerisch nicht das effizienteste Verfahren. Es kann gezeigt werden,
dass das Euler-Maruyama-Verfahren unter den Voraussetzungen von Theorem 6 mit der
Ordnung v = 0.5 konvergiert [KP99].

2.3 Milstein-Verfahren

Das bekannteste Verfahren hoherer Ordnung ist das Milstein-Verfahren. Fiir eine d-
dimensionale SDE bzgl. einem m-dimensionalen Wiener Prozess ist die k-te Komponente
des Verfahrens gegeben durch [Mil74]

YZ)k = X(lf?
m . .
Vi =Y 4 d (e, Yo) - Aty + > 68 (4, Y0) - AW
j=1
m d k.
. 8[) 5J2 tnt1 S1 . .
+ >0 > (tn,Yn)W(tn,Yn) : /tn 5 AW/t dw?> .

j1,j2=11=1

Die ersten drei Summanden entsprechen dem Euler-Maruyama-Verfahren, doch zusétzlich
werden die partiellen Ableitungen von b und die iterierten Integrale [;"*! Jor dwirdw?
benotigt. Unter etwas stédrkeren Voraussetzungen als flir das Euler-Maruyama-Verfahren
notig waren (unter anderem héhere Glattheit von b), kann man zeigen, dass das Milstein-
Verfahren mit der Ordnung v = 1 im quadratischen Mittel konvergiert [Mil74, KP99).

Es ist allerdings im Allgemeinen schwierig, die bendtigten iterierten Integrale zu
simulieren, da die Verteilung dieser Zufallsvariablen nicht bekannt ist. Eine Moglichkeit
ist, sich auf Félle zu beschrénken, in denen sich diese Integrale vereinfachen. Gilt fir
die Diffusionskoeffizienten zum Beispiel b/ (¢, ) = b (t), so reduziert sich das Milstein-
Verfahren auf das Euler-Maruyama-Verfahren. Man spricht in diesem Fall von additivem
Rauschen. Eine dhnliche Vereinfachung ist moglich, wenn die Diffusionskoeffizienten linear
in x sind, d.h. b9 (¢, 2) = b (t)x’. Unter Ausnutzung der Identitét

th+1  fS1 . . tn+1 81 . . . .
/ AW dwiz + AW AWt = AW - AW (2.1)
t

n tn tn tn

und (1.9) erhélt man die folgende Iterationsvorschrift fiir das Milstein-Verfahren mit

10



2.3 Milstein-Verfahren

linearem Rauschen:

Yn+1 Yk +a (tm Yn) ' Atn + Z ka(tn, Yn) : AWrJL

j=1
1 . . . .
+o > ()2 V2 () - (AW AW — 1,y Atn) -
J1,52=1

Die beiden Fille von additivem und linearem Rauschen sind Spezialfélle einer allge-
meineren Kommutativitdtsbedingung

d
Z plit (t
=1

fiir alle k = 1,...,d, j1,72 = 1,...,m, t € [0,T] und 2 € R, Wenn diese erfiillt ist, lisst
sich (2.1) ausnutzen und das Milstein-Verfahren fiir kommutatives Rauschen formulieren:

bk bkm

Z bha2 (¢ —(t, )

m
Vi =Y (tn, Vo) Aty + Y 05 (4, Yn) - AW
j=1

m d k

ab 72 : :
Z Z B (t, Vo) gt Ya) - (AWRLAWEE — 15— At)
o

l\D\H

J

Viele praxisrelevante SDEs erfiillen die Kommutativitdtsbedingung jedoch nicht. Ein
Beispiel hierfiir sind die in Abschnitt 1.4 vorgestellten stochastischen Lotka-Volterra-
Gleichungen. Auflerdem ist es nicht mdoglich, Verfahren mit Konvergenzordnung ~ > 0.5
zu entwickeln, ohne dabei die iterierten Integrale zu beriicksichtigen. Es ist also notwendig,
effiziente Approximationen fiir die iterierten Integrale zu finden, um die Vorteile des
Milstein- und anderer Verfahren hoherer Konvergenzordnung ausnutzen zu kénnen.
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Kapitel 3: Simulation iterierter Integrale

Kapitel 3: Simulation iterierter Integrale

Im vorherigen Kapitel wurde dargelegt, dass es wichtig ist, die beispielsweise im Milstein-
Verfahren vorkommenden iterierten stochastischen Integrale zu simulieren. Fiir die An-
wendung zur Losung von SDEs ist es entscheidend, diese effizient zu berechnen, da die
iterierten Integrale in jedem Iterationsschritt bendtigt werden.

Im Folgenden werden zuerst einige Eigenschaften der iterierten Integrale gegeben.
Danach wird der Ansatz von Kloeden, Platen und Wright zur numerischen Simulation
sowie die Approximation des Restterms von Wiktorsson vorgestellt. Abschliefend werden
die theoretischen Eigenschaften der vorgestellten Algorithmen verglichen und anhand
konkreter Implementierungen untersucht.

3.1 Definition und Eigenschaften iterierter Integrale

Sei ein m-dimensionaler Wiener Prozess (W;)cjo,7) auf dem Zeitintervall [0, T] gegeben,
dann definieren wir die doppelt iterierten Integrale als

h s ) ) h ) )
Taoh) = [ [ awiawi = [“wiaw; (3.1)

fiir k € [0, 7] und zwei Komponenten des Wiener Prozesses W/ und W} mit 1 <, < m.
Im Fall ¢ = 5 lasst sich mit der eindimensionalen It6-Formel nachrechnen, dass

gilt (vgl. Abschnitt 1.3). In den folgenden Abschnitten beschéftigen wir uns mit der
Simulation der iterierten Integrale im Fall ¢ # j. Zusétzlich beschrdnken wir uns auf
den Fall h = T, da in der Anwendung zur Losung von SDEs in jedem Schritt nur ein
Inkrement AW = W, — W, zur Verfiigung steht, welches als Endpunkt des Prozesses
(Wt)te[oj“} mit Wz = AW und T = h aufgefasst werden kann.

Nach [KS91, Prop. 4.8] gilt unter gewissen Voraussetzungen fiir zwei stochastische
Prozesse (X¢)i>0 und (My)i>0 und deren zeitskalierte Versionen (Ys)s>0, Ys = Xp(s) und
(Bs)s>0, Bs = Mp(gy mit T(s) = inf {t > 0: [M]; > s}

t [M]:
/ XSdMS:/ Y, dB; .
0 0

Setzt man X; = W,fb,t und M; = W,Z,t dann folgt [M]; = h-t, T(s) = 7 und

t . . h-t . .
/ Wi awi_ = [ wiawi.
0 0

Insbesondere gilt fiir t = 1

h rs ) . 1 ps -
// dwzdwg:h-// AW AT | (3.3)
0 J0 0J0
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3.2 Simulation nach Kloeden, Platen und Wright

wobei der skalierte Prozess (Wt)te[o,l] mit W, = ﬁWh.t wieder ein Wiener Prozess ist.
Daher reicht es, iterierte Integrale auf dem Intervall [0, 1] zu betrachten und gegebenenfalls
den Wiener Prozess und das resultierende Integral geeignet zu skalieren. Insbesondere
wird in den Algorithmen in den folgenden Abschnitten immer von T = 1 ausgegangen.

3.2 Simulation nach Kloeden, Platen und Wright

In ihrem Artikel [KPW92] entwickeln die Autoren eine Reihendarstellung fiir doppelt
iterierte Integrale Z; ;) sowie flir weitere mehrfach iterierte Integrale.

Fiir einen gegebenen m-dimensionalen Wiener Prozess (W}) -, wird die zugehorige
,Brownsche Briicke* o

t
(. L) "
T 0<t<T
gebildet. Diese lasst sich komponentenweise in eine Fourier-Reihe
R S I o2mr S 2r
W} — TW} = 5&6 + ; <a§, cos (Tt> + by sin (Tt>> (3.5)

mit normalverteilten Koeffizienten

i Sy 2mr
;2 (7 i S\ L (27
b?“ = T/O (WS — TWT> S1n <T3) ds (37)

entwickeln, wobei a ~ N(O, %T), al ~ N(O, 52 2) und bl ~ N(O, ﬁ) gelten. Zur
Herleitung der Erwartungswerte und Varianzen sieche Anhang A.1. Aus dieser Darstellung
ergibt sich die komponentenweise Reihenentwicklung

. t .1 . © . 27r . 27
Wi = TW:’F + 5@6 + rz::l (afn cos (Tt> + by sin (Tt>> (3.8)
fiir den Wiener Prozess in Abhiingigkeit vom Wert im Endzeitpunkt W.

Setzt man die Reihendarstellung (3.8) in die Definition der iterierten Integrale (3.1)
ein, so erhalt man

und

T jy( / Widw?
" L +Z ) +bisin (2s)) awd (3.9)
—0 7T 2a0 acos TS sin TS f .
_ Twiwd . i IR 7 72 N O R v V4 j
2WTWT + w; r (ar (bﬁ — WT> (br — WT) ar> : (3.10)

Eine ausfiihrliche Herleitung wird im Anhang A.2 gegeben.
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Kapitel 3: Simulation iterierter Integrale

Fiir einen gegebenen Endpunkt Wr eines m-dimensionalen Wiener Prozesses kann
man die iterierten Integrale iiber dem Intervall [0,7] approximieren, indem man die
Summe an einem Index p > 0 abschneidet und eine Realisierung der Koeffizienten a’ und
bi fir alle 1 <7 < m und 1 < r < p entsprechend ihrer Verteilung zufillig wahlt. Fiihrt
man standardnormalverteilte Zufallsvariablen o’ und S¢ ein, kann man die Koeffizienten

darstellen als a’ = 1/#0& und b} = ﬁﬂ; Die paarweisen iterierten Integrale

lassen sich dann approximieren als

1

(Z7
T 21 s 5 . , 5\ (3.11)
e (a? (@ﬁ‘vT@ - (5;_\/TW%> af«) |

Unter Beachtung von (3.2) fiir die Diagonalelemente ergibt sich die Matrixdarstellung

1 1
(T) = 5WTWTT = 5T
T 3.12)
T 1 \/7 \/7 T (
Py - T T =W - r =W )
+27r7;17“ (a <5 T T) (5 T T>ar
wobei jeweils die Variablen o, = (o), .., € R™, B = (B),c;c,, € R™ und
°(T) = (ZZ j)(T)) 1<i<m € R™*™ zusammengefasst wurden. Weiterhin sei By =

1<j<m
% (@ — \/g WT). Fir die Implementierung ist es vorteilhaft, die Summe auseinander zu

ziehen, damit die dyadischen Produkte arﬁ:r nicht doppelt ausgewertet werden miissen.
Mit der Notation

P
SP = Z o) (3.13)
r=1
ergibt sich dann die Darstellung in Algorithmus 1a. ) ) 3
Fasst man weiter o = (a1 | ... | o) € R™P und = (81 | ... | Bp) € R™*P
zusammen, so lasst sich die Summe (3.13) vereinfacht als Matrixprodukt schreiben:
SP=af’. (3.14)

Da moderne wissenschaftliche Programmiersprachen héufig iiber optimierte Routinen zur
Matrixmultiplikation verfiigen [BLAS], ist diese Darstellung oft schneller als die explizite
Summe in Algorithmus la. Dies wird in Algorithmus 1b ausgenutzt.

Fir die Verfahren in diesem Abschnitt kann folgender Satz zur Konvergenz im qua-
dratischen Mittel gezeigt werden.

Theorem 11 (Konvergenz nach Kloeden, Platen, Wright [KPW92]).
Fiir IV, ., wie in (3.11) gilt
(4,9)
2 1 77
E(\I@J)(T) ~ T (D) ) Sy
fur alle 1 <4,7 < m.
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3.2 Simulation nach Kloeden, Platen und Wright

. Simuliere

Wi e R™: W, NN(Om, Im)

. Simuliere

ar €ER™: o, ~ N (O, L)
57’ e R™: 5’/‘ NN(Omy Im)

(/Br - \/§W1)

BTERm: Br =

S|

und berechne

p
SP = Z a,,B,T
r=1

. Berechne
oWy -1, L1

D - (qp _ ¢pT
T 5 2W(S SP)

Algorithmus 1la. Kloeden, Platen, Wright

. Simuliere
Wi e R™: W, NN(Om, Im)

. Simuliere

a € R™*P: Qg 5 ~ N(O, 1)
BeR™P: B ~N(0, 1)

/3 € R™*P: /Br = % (67" - ﬁWl)

und berechne .
SP=ap’

. Berechne T
Wwiaw, — I, 1
=171 - m + —(SP — SPT)

TP
2 2

Algorithmus 1b. Kloeden, Platen, Wright: Version 2
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Kapitel 3: Simulation iterierter Integrale

Weiterhin konnten Kloeden und Platen zeigen, dass man fiir ein [t6-Taylor-Verfahren
(wie die Verfahren aus Kapitel 2) der starken Konvergenzordnung v und Schrittweite h
den Abschneideindex p so wahlen muss, dass

2
E(‘I(m)(h) 17, () > < K- R0 (3.15)

erfullt ist [KP99, Korollar 10.6.5]. Nutzt man die in diesem Abschnitt vorgestellte Ap-
proximation, so folgt mit Theorem 11, dass

p> % WP e (hl_QV)

mit 7 = ﬁ gelten muss. Insbesondere muss fiir das Milstein-Verfahren p € O (h™!)
gewahlt werden.

3.3 Restglied-Approximation nach Wiktorsson

Im vorherigen Abschnitt wurde der Restterm beim Abschneiden der Summe in (3.10) ver-
nachléssigt. In dem Artikel [Wik01] wird nun die Verteilung dieses Restgliedes analysiert
und daraus resultierend ein Korrektur-Term vorgeschlagen.

Der Rest lésst sich in der Notation des vorangegangenen Abschnitts darstellen als

— Z (aTﬁT a:).

r p+1

Mit dem Vektorisierungsoperator vec( - ), welcher die Spalten einer Matrix untereinander
in einen Vektor schreibt, und dem Kroneckerprodukt @: R™*™ x RP*4 — R™P*™ grgibt
sich fir u,v € R™

vec(uv ) =v @ u.

Zusitzlich sei die Matrix P, € R™*™* g0 gewihlt, dass Ph(u®v) =v®u fir alle
Vektoren u,v € R™ gilt. Dann folgt fiir das Restglied

vec(RP) = — Z (ar ® Br) c R™
r=p+1
Da RP antisymmetrisch ist, dass heifit RPT = —RP, reicht es, die M = m(";_l)

Eintrdge unterhalb der Diagonalen zu betrachten. Zu diesem Zweck fithrt Wiktorsson
die Matrix K,, € RM xm? ein, welche aus der vektorisierten Matrix vec(RP) genau die
Elemente unterhalb der Diagonalen von RP auswahlt. Diese Matrix hat die folgende
Struktur:

Om—1x1 I Om—lxm(m—l)
Om—2xm+2 T2 Om—2><m(m—2)

O —kex (k—1)m+k Tk Om—kxm(m—k)

01><(m—2)m+m—1 1 O1xm
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3.3 Restglied-Approximation nach Wiktorsson

Sei P := K, vec(RP) € RM und mat(-): R™* — R™ ™ der inverse Operator zu vec( - )
fiir quadratische Matrizen. In einigen Programmiersprachen wird diese Operation durch
den Befehl reshape (v,m,m) fiir Vektoren v € R™ ausgedriickt. Dann kann das Restglied
RP wie folgt rekonstruiert werden:

RP = mat ((Imz - Pm)K;—Lsp> .

Wiktorsson konnte zeigen, dass der Zufallsvektor T?/“a—pap fiir p — oo in Verteilung

gegen einen normalverteilten Vektor e,, mit Erwartungswert E(e») = 0 und Varianz
E(e2,) = Soo konvergiert [Wik01]. Dabei ist a? := 222 1 4 =11(p+1) die Trigamma-
Funktion an der Stelle p + 1 und

2
Soo = 21 + 7 KLz = Par) (WTW; ® Im) (I,2 — Po)K . (3.16)

Fiithrt man einen standardnormalverteilten Zufallsvektor GP € RM ein, kann der Rest
mit €50 = V2o GP approximiert werden als

. T
RP ~ RP := mat <(Im2 - Pm)K;;2\/ap\/EooGp> . (3.17)
T

Fiir die Matrixwurzel gilt die explizite Darstellung [Wik01]

W 2
i Vil . Iar (3.18)
W- 2
\/5(1+\/1+”TT”>

Die Approximation der iterierten Integrale nach Wiktorsson ergibt sich damit zu

5, (1) = %W%W% - %(SP —SPT) + RP (3.19)
Diese Darstellung fithrt aufbauend auf Algorithmus 1b zu Algorithmus 2a.

Algorithmus 2a enthélt mehrere Matrixmultiplikationen mit Matrizen in der Gréfen-
ordnung m? x m? und ein teures Kronecker-Produkt mit einer Einheitsmatrix, welches auf
algorithmischer Ebene lediglich Werte dupliziert. Um den Rechenaufwand zu verringern
setzt man zunéchst (3.16) in (3.18) ein:

20N + %Km(fmz — Py) (WTW;— & Im) (L2 — Pm)K;L +24/1 + MIM
W[
V2 (1 + m>

V2K (L2 — P) (WrWi @ Iy ) (12 — P K,
- (Wrws @ In) NRNGYIYS (3.20)

T (1 +/1+ ”WTT”2>

Vo =
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Kapitel 3: Simulation iterierter Integrale

1. Simuliere

Wi € R™: Wi ~ N (O, In)
2. Simuliere
a e R™P: a5 ; ~N(0, 1)
g eR™P: B ~N(0, 1)
FerRm: = (5, W)

und berechne .
SP =BT

3. Simuliere
GP e RM: GP ~ N(0y, Inp)

und berechne

RP = mat (L2 — Pn) K, VaP V/SooGP)

4. Berechne
- Ww -1, N 1

1 -
TP (S _ §PTY 1 —_ Rp
2 27T<S S )+27rR

Algorithmus 2a. Wiktorsson
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3.3 Restglied-Approximation nach Wiktorsson

Weiterhin ben6tigt man folgende Identitéaten:

(L2 = Pon) Ky Ko (L2 — Prn) = L2 — Prn
(L2 — )Vec(A) = ve (A ATy,
mat((1,,2 — Py) vec(4)) = A —
(A® I,) vee(B) = ve (A B)
fir Matrizen A, B € R™*™. Mit diesen und (3.20) ergibt sich fir (3.17)

~ T - aPK TGP
fr — %mat ((Im2 —Pm) ((WTWT®Im)(Im2 Pn)V2aPK TG +T ﬁ2apKTGp>> . (3.21)

2
1+\/1+\|W$\|

Fiihrt man die Matrix GP = mat (\/ 2aP K TG”) ein, so gilt

GY; ~N(0, 2aP), i<

GP € R™*™: {~p T
Gi’jzo, (=

Gleichung (3.21) lasst sich damit vereinfachen zu

WrW i (GP — GPT)

_ 1 _
RP = —mat | (I,,,2 — Pn)vec + TGP
o (( o ( L y/1+ e ))

1
— — (yp _yrT
= (ve—veT) (3.22)
mit VP = ﬁw TWE(GP — GPT) 4+ TGP. Mit dieser Darstellung ergibt sich der
WT

144/ 1450
verbesserte Algorlthmus 2b.
Die Konvergenzrate der erweiterten Verfahren aus diesem Abschnitt wird im folgenden
Satz geklart.

Theorem 12 (Konvergenz nach Wiktorsson [Wik01]).
Mit der zusdtzlichen Approzimation des Restterms wie in (3.19) gilt

E(‘I(i,j)(T)—iaj)(T) 2’WT> < mm 1)+ 4 2

2472 Cp2
- 2 5m?(m —1) T2
E(’I(i,j)(T) _I&j)(T)‘ ) < T oanz p72

und

fur alle 1 <i,57 <m.

Zusammen mit (3.15) folgt aus Theorem 12, dass fiir ein Verfahren der starken
Konvergenzordnung v und Schrittweite h mit der Approximation ZP der Abschneideindex
p so gewahlt werden muss, dass

p> |2 10 (1)
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Kapitel 3: Simulation iterierter Integrale

1. Simuliere

Wy, e R™: W, NN(Om, Im)
2. Simuliere

o€ R™¥P; Qg j ~ N(O, 1)
B € R™*P. ﬁ@j NN(O, 1)

B € R™P: Br = % (ﬂr - \/§W1>

und berechne

SP=af’
3. Simuliere B
ép c RMXm. C:ﬂ;,] ~ N(Ov 2an)7 { <j
und berechne

1 - ~ ~

VP = WiWw, (GP —GPT) + GP
mviEs A AL :

SP =8P+ VP

4. Berechne -
_ I, 1 - _

TP — % + 7(5’?_5«1)7')

2 2

Algorithmus 2b. Wiktorsson: Version 2
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3.4 Vergleich der Algorithmen

#Zufallszahlen Konvergenz in h  Gréflenordnung p
KPW 2pm O (h2p—1) 10 (hl_Q,,/)
Wik 2pm 4 gm(m —1) O (m*h*%p~?) O (mih7)

Tabelle 1. Vergleich der theoretischen Eigenschaften der Algorithmen mit und ohne Restglied-
Approximation. Die Spalte Groflenordnung p gibt dabei an, wie der Abschneideindex p gewéhlt
werden muss, um eine Konvergenzrate von O (h27+1) in h zu erreichen.

mit Cy =
dass p € O (h*%) gewahlt werden muss.

erfillt ist. Insbesondere gilt fiir das Milstein-Verfahren,

3.4 Vergleich der Algorithmen

In diesem Abschnitt werden die vorgestellten Algorithmen in Bezug auf ihre theoreti-
schen Eigenschaften und insbesondere hinsichtlich ihrer Laufzeiten untersucht. Dazu
wurden alle vier Algorithmen in der Programmiersprache Julia [BEK™17] implementiert.
Die Quelltexte sind im Anhang B aufgefithrt. Dort sind zusétzlich auch MATLAB-
Implementierungen zu finden [MAT18]. Die Laufzeiten wurden gemessen auf einem Rech-
ner mit einer AMD Ryzen 5 2600 CPU mit sechs Prozessorkernen, 16 GB Arbeitsspeicher
und der aktuellen Julia LTS Version 1.0.3 auf einem 64-Bit Linux-Betriebssystem. Im Fol-
genden seien die beiden Versionen des Algorithmus von Kloeden, Platen und Wright mit
KPW1 und KPW2 bezeichnet, die beiden Versionen, welche die Restgliedapproximation
von Wiktorsson beinhalten mit Wikl und Wik2.

Theoretische Eigenschaften
Die folgenden Eigenschaften gelten jeweils fiir beide Versionen der vorgestellten Algo-
rithmen.

Sowohl der Algorithmus von Kloeden, Platen und Wright als auch der von Wiktorsson
benétigen 2pm normalverteilte Zufallszahlen fiir die Summe (3.13). Der Algorithmus von
Wiktorsson verwendet zusatzlich %m(m —1) Zufallszahlen, um den Restterm der Summe
zu approximieren.

Sei h die Schrittweite eines Verfahrens zur numerischen Losung von SDEs. Dann wer-
den, zum Beispiel fiir das Milstein-Verfahren, die iterierten Integrale eines Inkrements des
Wiener Prozesses mit dieser Schrittweite benttigt. Um die Konvergenzrate des gewéhl-
ten Verfahrens zu erhalten, muss die Genauigkeit der Approximation der Integrale und
damit der Abschneideindex p in Abhéngigkeit von h gewdhlt werden. Genauer braucht
man fiir ein Verfahren der Ordnung v, eine Konvergenzrate von O (h?7*1). So steigt der
Aufwand fiir den Algorithmus von Wiktorsson in der Anwendung nur proportional zu
h%, wihrend der Aufwand fiir KPW proportional zu h'=27 ist. Die Ergebnisse aus den
Theoremen 11 und 12 sowie die resultierenden Groéflienordnungen von p sind in Tabelle 1
gegeniibergestellt.
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Kapitel 3: Simulation iterierter Integrale

Algorithmus Speicherplatz (#Floats)

KPW1 2m? + 2m

KPW?2 2m? + 2pm

Wikl 4m® + 3m? + (3 + 2p) m + 15
Wik2 2m? + 2pm +m

Tabelle 2. Der notwendige Speicherplatz fiir die in Anhang B.1 gegebenen Julia-Implemen-
tierungen. Angegeben ist die Anzahl der Gleitkommazahlen (Floats), die fiir einen Aufruf
bendtigt werden.

Speicherplatz

Die beiden Implementierungen des Algorithmus von Kloeden, Platen und Wright unter-
scheiden sich nur darin, dass die Summe einmal mit Hilfe einer Schleife und einmal mittels
eines Matrixproduktes umgesetzt wurde. Dies &ndert nichts an der Laufzeitkomplexitét
des Algorithmus, profitiert aber von spezialisierten Routinen zur Matrixmultiplikation. In
den vorkompilierten Versionen von Julia, die im Internet zur Verfiigung gestellt werden,
ist openBLAS bereits enthalten [BLAS]. Dies ist eine Software-Bibliothek, die optimier-
te Funktionen zur Berechnung von z.B. Vektor-Matrix- und Matrix-Matrix-Produkten
geméf der Basic Linear Algebra Subprograms (BLAS)-Spezifikation anbietet. Was sich
aber dndert ist der notwendige Speicher, da in KPW1 jeweils nur zwei Vektoren der
Léange m im Speicher gehalten werden miissen, wihrend in KPW2 zwei Matrizen der
Grofle 2pm bendtigt werden. Der notwendige Speicherplatz gemessen an den erstellten
Julia-Implementierungen fiir alle vier Algorithmen ist in Tabelle 2 aufgelistet.

Fir Wik2 entspricht der Speicherplatzbedarf fast dem Algorithmus KPW2, da der
Speicher fiir die dort verwendeten Matrizen effizient wiederverwertet werden kann. Zu-
sétzlich benotigt man allerdings einen Vektor der Lange m fiir die Matrixmultiplikation
in Zeile 18 des Algorithmus. Der benétigte Speicherplatz fiir Wik1 ist sehr hoch, da die
Matrizen explizit gespeichert werden und der Speicher nicht gut wiederverwertet werden
kann. Diese Matrizen sind allerdings sehr diinn besetzt und durch die Speicherung im
Compressed Sparse Column (CSC) Format benttigt man fiir eine k x [-Matrix mit N
Nicht-Null-Eintragen nur 2N 41+ 3 Floats (zwei davon zur Speicherung von k und [). Die
Dimensionen der vorkommenden Matrizen und der entsprechend bendtigte Speicherplatz
ist in Tabelle 3 aufgefiihrt.

Laufzeitkomplexitat

Die Laufzeitkomplexitéit wird fir KPW und Wik2 dominiert durch die Summe (3.13). Dies
fiihrt zu einer Laufzeitkomplexitdt von O (me). Aufgrund der expliziten Berechnung der
benotigten Matrizen in Wikl ergibt sich ein zusétzlicher Term, der die vorherige Summe
dominieren kann. Durch die Nutzung des CSC-Formats fiir diinn besetzte Matrizen ist
dieser Aufwand ungefihr proportional zu m*. Wikl hat damit eine Laufzeitkomplexitét
von O (pm? + m?).
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k l N Speicherplatz: 2N + 1 + 3
P m? m? m? 3m? + 3
K m(@_l) m? m(”;_l) 2m? —m +3
K(I—-p) mm=l 2 m(m — 1) 3m? —2m+3
¥ m(rg_l) m(rg_l) (2m — 3)7m(rg_1) 2m3 — Im? + 3m +3
o)) m(rg_l) m(rg_l) (2m — 3)7m(rg_1) 2m3 — Im? +3m +3

Tabelle 3. Dimensionen der k x [ Matrizen, die im Algorithmus Wik1 auftreten, sowie die Anzahl
der Nicht-Null-Eintrdge N und die Anzahl der Floats, die fiir die Speicherung im Compressed
Sparse Column (CSC) Format benotigt werden. m steht hier wie oben fiir die Dimension des
Wiener Prozesses.

Laufzeiten

In Abbildung 2 sind die Laufzeiten der vier Algorithmen abhéngig von der Dimension des
Wiener Prozesses und fiir feste Werte von p zu sehen. Man kann gleich erkennen, dass
die Implementierung Wikl durch die Abhéingigkeit von m?* im Vergleich sehr ineffizient
ist. Zur besseren Ubersicht sind in Abbildung 3 nur die Laufzeiten fiir KPW1, KPW2
und Wik2 aufgefiihrt. Man erkennt insbesondere die quadratische Abhéngigkeit von der
Dimension des Wiener Prozesses.

Um das asymptotische Verhalten besser zu sehen, sind in Abbildung 4 die Laufzeiten
fir KPW2 und Wik2 fiir hochdimensionale Wiener Prozesse in einem Loglog-Plot darge-
stellt. Hier ndhern sich die Graphen langsam der erwarteten Steigung von 2 an. Dariiber
hinaus kann man fiir grofles m den zusétzlichen Aufwand fiir die Restapproximation
erkennen. Bei p = 128 und m = 1024 ergibt sich ein Laufzeitunterschied von im Schnitt
6 ms zwischen KPW2 und Wik2.

In den Abbildungen 5 und 6 sind die Laufzeiten der Algorithmen in Abhéngigkeit
von dem Abschneideindex p fiir einige feste Werte von m zu sehen. Insbesondere in
Abbildung 6 ist die lineare Abhéngigkeit von p gut zu erkennen. Man sieht auch, wie die
Implementierung mittels der Matrixmultiplikation in Wik2 eine deutliche Verbesserung
gegeniiber Wikl bringt.

In Abbildung 7 ist das asymptotische Verhalten der Algorithmen KPW2 und Wik2
fiir hohe Werte von p dargestellt. Auch hier kann man die Anndherung an die erwartete
Steigung von 1 fiir lineare Abhéngigkeiten erkennen. Insbesondere sieht man, dass sich
die Laufzeiten der beiden Algorithmen aneinander annéhern sobald die Laufzeit durch
die Summe (3.13) dominiert wird. Der zuséitzliche Aufwand fiir die Restapproximation
ist nur von der Dimension des Wiener Prozesses abhéangig. Fiir p > m ist dieser also
vernachldssigbar und die Konvergenzverbesserung, welche die Restapproximation bringt,
iiberwiegt die zusétzlichen Kosten.

Der Vorteil der Restapproximation von Wiktorsson liegt darlin, dass der Abschneide-
index p fiir ein Ordnung 1-Verfahren nur proportional zu h™2 gewéhlt werden muss,
anstatt proportional zu h~! ohne die Restapproximation. Allerdings entsteht zusitzlich
eine Abhéngigkeit von der Dimension m des Wiener Prozesses. In Abbildung 8 sind die
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Abbildung 2. Laufzeiten aller vier Algorithmen abhéngig von m fir verschiedene Werte von p.
Die Zeiten wurden gemittelt tiber 500 Durchléufe.
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Abbildung 3. Laufzeiten der drei Algorithmen KPW1, KPW2 und Wik2 abhingig von m fiir
verschiedene Werte von p. Die Zeiten wurden gemittelt tiber 500 Durchlaufe.
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p=128 p=1024
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Dimension des Wiener Prozesses m Dimension des Wiener Prozesses m

KPW2 —— Wik2

Abbildung 4. Loglog-Plot der Laufzeiten der Algorithmen KPW2 und Wik2 fiir hochdimensio-
nale Wiener Prozesse. Die Zeiten wurden gemittelt iiber 500 Durchlaufe.

Funktion

prew(h) = [273%} (3.23)

sowie die Funktion
5m2(m — 1)

.24
2472h (3.24)

puik(h) = {
fiir verschiedene m eingezeichnet. Diese geben den Abschneideindex fiir die beiden Algo-
rithmen entsprechend Theorem 11 und Theorem 12 an. Diese Darstellung lésst erkennen,
dass der Algorithmus von Wiktorsson nicht von vornherein immer die bessere Wahl ist.
Vielmehr ist die Entscheidung abhangig von der Dimension des Wiener Prozesses und
der notwendigen Schrittweite des Verfahrens. Die Auswirkungen auf die realen Laufzeiten
flir KPW2 und Wik2 sind in Abbildung 9 dargestellt.

26



3.4 Vergleich der Algorithmen

1.54
L5}

Y 11
; e
N

0.5 05 1

L] L i Hr;:;
0 ! |

m = 100
0.15 W
— 0.8
N 0.1
T 06|
N
0.4 | 0.05 |-
0.2
0 . ale s 3% "““w 0 N S se oo ale A 2
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Abschneideindex p Abschneideindex p

—— KPW1 —— KPW2 —— Wikl —— Wik2

Abbildung 5. Laufzeiten aller vier Algorithmen abhéngig von p fiir verschiedene Werte von m.

Die Zeiten wurden gemittelt iiber 500 Durchldufe.
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Abbildung 6. Laufzeiten der drei Algorithmen KPW1, KPW2 und Wik2 abhéngig von p fiir
verschiedene Werte von m. Die Zeiten wurden gemittelt tiber 500 Durchlaufe.
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Abbildung 7. Loglog-Plot der Laufzeiten der Algorithmen KPW2 und Wik2 fiir hohe Werte
des Abschneideindex p. Die Zeiten wurden gemittelt iiber 500 Durchléufe.
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Abbildung 8. Notwendige Anzahl p an Termen in der Approximation in Abhéngigkeit von der
Schrittweite h (fiir ein Verfahren der Ordnung v = 1). Fiir den Algorithmus von Wiktorsson
ist diese zusétzlich von der Dimension m des Wiener Prozesses abhéngig.
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Abbildung 9. Die Laufzeiten der Algorithmen KPW2 und Wik2 in Abhéngigkeit von der

Schrittweite h. Der Abschneideindex p wurde entsprechend (3.23) bzw. (3.24) gewéhlt. Die
Zeiten wurden gemittelt iiber 500 Durchléufe.
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Kapitel 4: Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurden doppelt iterierte stochastische Integrale untersucht. Es wurden
die Ansétze von Kloeden, Platen und Wright sowie von Wiktorsson zur numerischen
Approximation der iterierten Integrale iiber eine stochastische Fourierreihen-Entwicklung
der Brownschen Briicke vorgestellt und in der Programmiersprache Julia effizient imple-
mentiert.

Die effiziente Simulation iterierter stochastischer Integrale ist von groler Bedeutung
fiir die numerische Losung stochastischer Differentialgleichungen. Ein wichtiges Anwen-
dungsfeld ist auch die Losung stochastischer partieller Differentialgleichungen (SPDEs).
SPDEs beinhalten unendlichdimensionale Q-Wiener Prozesse, die zur numerischen Lo-
sung durch hochdimensionale SDEs approximiert werden. Die Effizienzsteigerung in die-
sen hochdimensionalen Féllen ist enorm. Eine existierende MATLAB-Implementierung
des Algorithmus von Wiktorsson benétigt fiir einen 100-dimensionalen Wiener Prozess
mit p = 10 ca. 36s. Im Vergleich dazu benétigt die hier vorgestellte Implementierung
Wik2 fiir dieselben Parameter nur 0.1 ms — eine Verbesserung um einen Faktor 360 000.

Weiterhin sollte man untersuchen, ob sich die in dieser Arbeit vorgestellten Opti-
mierungen lbertragen lassen auf die Simulation drei- und mehrfach iterierter Integrale.
Diese wiirden den Weg ebnen, numerische Verfahren héherer Ordnungen zur Lésung von
SDEs zu verwenden.

Eine weitere Idee ist, die Brownsche Briicke nicht auf dem Intervall des aktuellen
Inkrements des Wiener Prozesses zu simulieren, sondern auf dem gesamten Zeitintervall
der betrachteten SDE.
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Anhang A: Herleitungen

Wichtig fiir die Herleitungen in diesem Abschnitt ist folgende Version der partiellen
Integration fiir stetig differenzierbare f: [0,7] — R und einen eindimensionalen Wiener
Prozess (Wi)i>0 [KP99, Exercise 3.2.7]:

T T
/ F(t) AW, = f(T)WT—/ F(OW, dt . (A1)
0 0

A.1 Verteilung der Fourier-Koeffizienten

Die Koeffizienten a’. und b sind lineare Transformationen normalverteilter Zufallsvaria-
blen und damit auch normalverteilt. Mit (A.1) gilt

;o 2Ty s 27r
a, = TA <Ws — TWT> COS (TS> ds

1 (T 2 ;
——/ sin (M5> dWwg, r>0
0 T

wr

= Ty T ‘ (A.2)
Wy — = sdWy, r=0.

T Jo

Da It6-Integrale Erwartungswert null haben gilt also E(a%) = 0 fiir alle » > 0. Fiir die
Varianz im Fall r > 0 folgt aus den Verteilungseigenschaften des It6-Integrals

2
1 T . 27r i 1 T .9 2rr
E((W/O sin (TS> dWS> ) = W/o sin <T8> ds

- T
o222

Im Fall » = 0 gilt

E((W%—i/f”‘”f) :E<(W})2> +;2E(</OTS(1W;>2)
_ ;{E4<W%T/OTde§>
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A.2 Reihendarstellung nach Kloeden, Platen und Wright

Die Verteilung der bl ergibt sich analog zum Fall » > 0, sodass insgesamt

; 1

i T
ay. ~ N (0, W) und (A.6)
bT ~ N(O, W) gelten. (A7)

A.2 Reihendarstellung nach Kloeden, Platen und Wright

Die anschlieBende Herleitung von (3.10) folgt den Ausfithrungen in [KPW92]. An (3.9)
ankniipfend erhalt man

(T /lWMW
[ o () ()
= T T 2CL0 2 a,. COS T S sin T S
. T )
sz%/o sdw? (A.8a)
1 . (T .
+§%A AW (A.8b)
ey . T 2 .
+Z aﬁ,/o cos (;ﬁ;) dw? (A.8¢)
r=1
. T 2 )
+-wlé sn1<;fs) dW@] . (A.84)

Fiir das Integral (A.8b) gilt fOT dWi = W% Die anderen drei Ité-Integrale werden in
den folgenden Abschnitten behandelt.

Zu Ausdruck A.8a
Aus der Definition der Fourier-Koeffizienten (3.6) folgt

N |
%ZTAIW—%WMS
2 T .
:—/IW@—W% (A.9)
T Jo

Fiir das Integral (A.8a) gilt dann mit (A.1)

T .
/ s dW/
0

) T .
T'W]—/ W7 ds
0
1
:2 2Wj—f/ W7 ds)

:%T-UV%—a@. (A.10)
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Zu Ausdruck A.8c
Mit (A.1) folgt aus (A.8c) zunéchst

T 2mr ~ - 2mr (T [27r ~
/0 cos <Ts> dW? = Wi + T s sin <T5> Wids. (A.11)

Durch Einsetzen der Reihendarstellung (3.8) von W7 erhélt man

T 9 1. o . 2 . 2
:/0 sin (;jﬂs) [;W% + 5@6 + g <a{1 cos (?5) + b/, sin (?s))] ds. (A.12)

/T . <27rr > T2
s-sin| —s) ds=——,
0 T 27r
T 2
/0 sin <;:rs> ds =0,

T 2 2
/ sin <W3> cos (ms> ds=0 und

0 T
/T ) (27rr ) . (27m ) d 0 r#£n

sin | —s|sin| —s) ds =
0 T T %T r=n

= mrbl. . (A.13)

Zu Ausdruck A.8d

Zusammen mit

T 2
/ 5 - cos <7r'rs> ds=0 (A.14)
0 T

ergibt sich fiir das Integral in (A.8d) analog zum vorherigen Abschnitt

T 2 ; 2 T 2 ;
/0 sin <;Ts> dW? = —% ; cos (;Ts) W7 ds

2mr |1 .
- 7T [zm]

= —nral. (A.15)
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A.2 Reihendarstellung nach Kloeden, Platen und Wright

Ergebnis
Einsetzen von (A.10), (A.13) und (A.15) in (A.8) ergibt dann

|
Ziij)(T) = TWT

5T (Wh = )| + 0 [ W]
+ 7;1 (ai {Wrb{.] + 0, [—ﬂ'raq{D

1 . 1 . 1. 0 o o
= SWiWi + SaWi — SabWi+ 7y r- (aib] — biaf) . (A.16)
r=1

Setzt man in der Reihendarstellung (3.8) t = 0 oder t = T', so erhélt man a}) = —23°°°, a’
und kann den zweiten und dritten Summanden weiter umformen zu

1 ; . 0 ; .
§a0W] = —;arW%
= ﬂ;r -aj. (—WW%> . (A.17)
Schliellich gilt

1. . 0 a 1. . 1 . )
I(z’,j)(T) = §W%W% + 7 Z T (ai (b; — W%) — (b,zr — WW%) aﬁ) . (A.18)

= wr
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Anhang B: Quelltext

Anhang B: Quelltext

Im Folgenden werden die Implementierungen der vier vorgestellten Algorithmen gegeben.
Sie wurden in der Programmiersprache Julia [BEK™17] erstellt und getestet. Zusitzlich

sind Implementierungen in MATLAB [MAT18] gegeben.

B.1 Julia Code

Es werden die Pakete LinearAlgebra, Random und SpecialFunctions bendtigt. Wikl

benotgt zusatzlich SparseArrays.

KPW1
function kpwl (W, p)
m = length(W)
S = zeros(m,m)
alpha_r = similar(W,m)
beta_r = similar(W,m)
for r = 1:p
randn! (alpha_r)
randn! (beta_r)

S .+= alpha_r .* beta_r'
end

@inbounds for i=1:m
Ip[i,i] -= 0.5
end
Ip
end

KPW2
function kpw2(W, p)
m = length(W)
beta = randn(m,p)
beta .= (beta.-sqrt(2).*W)
S = beta*randn(p,m)

@inbounds for i=1:m
Ipli,i] -= 0.5

end

Ip

end

beta_r .= (beta_r .- sqrt(2).xW)

Ip = 0.5.%W.*W' .+ inv(2pi).*(S.-S')

./ (L:p)!

Ip = 0.5.#W.#W' .+ inv(2pi).*(S.-S")
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B.1 Julia Code

Wik1

end

end

function wik1(W, p)

m = length(W)
M = div(m*(m-1),2)
beta = randn(m,p)
beta .= (beta .- sqrt(2) .*x W) ./ (1:p)'
S = beta*randn(p,m)
P = sparse(1:m~2, [i+j*m for i=1:m for j=0:m-1], 1)
K sparse(1:M, [i+(j-1)*m for i=1:m, j=1:m if j<i], 1, M, m™2)
KIP = K-K*P
Sigma = 2.0I + 2.0 * KIP * kron(W+W',sparse(1.0I,m,m)) * KIP'
sqrtSigma = (Sigma + (2*sqrt(1+W'«xW))*I) / (sqrt(2)+sqrt(2+2*W'*W))
R = reshape(sqrt(trigamma(p+1)) * KIP' * sqrtSigma * randn(M), m, m)
Ip = 0.5 . W .* W' .+ inv(2pi) .* (S .- S' .+ R)
@inbounds for i=1:m
Ipli,i]l -= 0.5

end
Ip

Wik2
function wik2(W, p)

m = length(W)
S = similar(W,m,m)
G similar(W,m,m)
beta = randn(m,p)
beta .= (beta.-sqrt(2).xW) ./ (1:p)'
mul! (S, beta, randn(p,m))
a = sqrt(2*trigamma(p+1))
for j = 1:m
@inbounds G[j,j] = 0.
for i = j+l:m
g = a * randn()
@inbounds G[i,j] = g
@inbounds G[j,i] = -g
@inbounds S[i,j] += g
end

o

end
S .+= inv(1+sqrt (1+W'*W)) .* W .* (W'*G)
G .= 0.5.*xW.*W' .+ inv(2pi).*(S .- S')
@inbounds for i=1:m

G[i,i] -= 0.5
end
G
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B.2 Matlab Code

KPW1
function Ip = kpwl(W, p)
m = length(W);
S = zeros(m,m);
for r = 1:p
alpha_r = randn(m,1);
beta_r = (randn(m,1) - sqrt(2).*W) ./ r;
S =S + alpha_r.*beta_r';
end
Ip = 0.5.#W.*W' + (S-8')/(2*pi) - 0.5*xeye(m);
end

KPW2
function Ip = kpw2(W, p)

m = length(W);

alpha = randn(p,m);

beta = (randn(m,p) - sqrt(2).xW) ./ (1:p);

S = beta * alpha;

Ip = 0.5.#W.*W' + (S-8')/(2*pi) - 0.5*eye(m);
end

Wikl
function Ip = wik1(W,p)
m = length(W);
M = mx(m-1)/2;
I M= eyeM;
alpha = randn(p,m);
beta = (randn(m,p) - sqrt(2).*W) ./ (1:p);
S = beta * alpha;
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end

P = sparse(1:m”~2,reshape((1:m)+(0:m-1) '*m,m~2,1), 1);
K = sparse(1:M, find(tril(ones(m),-1)), 1, M, m~2);
KIP = K-Kx*P;

Sigma = 2*%I_M + 2*KIPxkron(W+W',speye(m))+*KIP';

sqrtSigma = (Sigma + (2*sqrt(l+norm(W)~2))*I_M) / (sqrt(2)+sqrt(2+2*norm(W)~2));
R = reshape(sqrt(psi(1l,p+1))*KIP'*sqrtSigma*randn(M,1), m, m);

Ip = 0.5.#W.*W' + (S-S'+R)/(2*pi) - 0.5*eye(m);
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Wik2

end

function G = wik2(W,p)

m = length(W);

alpha = randn(p,m);

beta = (randn(m,p) - sqrt(2).*W) ./ (L1:p);

S = beta * alpha;

G = zeros(m);

G(tril(true(m),-1)) = sqrt(2*psi(l,p+1)) .* randn(m*(m-1)/2,1);
S =8+ W.x(W*(G-G'))./(1+sqrt (1+norm(W)~2)) + G;

G = 0.5.#W.*W' + (8-8')/(2*pi) - 0.5%eye(m);
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